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Abstrakt
Cílem této diplomové práce je odhadnutí zbytkové únavové životnosti modelové vla-
kové nápravy. Primárně se práce zaměřuje na určení součinitele intenzity napětí, který je
hlavní veličinou pro určení zbytkové únavové životnosti. Nejprve jsou v práci uvedeny teo-
retické základy metod určení zbytkové únavové životnosti a následně je zbytková únavová
životnost stanovena pro modelový případ vlakové nápravy.
Summary
The aim of this diploma thesis is to estimate the residual fatigue lifetime of the model
train axle. Primarily, the thesis is focused on determination of the stress intesity factor,
the main variable for estimation of the residual fatigue lifetime. At first, the theoretical
approaches of estimation of the residual fatigue lifetime are listed and then the residual
fatigue lifetime of the model train axle is estimated.
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1
1. Úvod
Dnešní doba vyžaduje jako jeden z hlavních technických parametrů výrobku jeho ži-
votnost. Tato problematika spadá mezi nejdůležitější oblasti navrhování a dimenzování
strojních součástí. Od doby uvedení technického díla do provozu může docházet ke změ-
nám jeho materiálových vlastností, vlivem deformace ke změnám jeho geometrie, popř.
ke změnám zatížení technického díla. Jedním z procesů, který vede k těmto změnám a ke
konečné životnosti součástí, je ”únava materiálu”. Mezi základní etapy únavového života
součásti patří iniciace trhliny, šíření trhliny a následný dolom zbývajícího průřezu sou-
části. Všechny tyto etapy jsou příčinou časově proměnného mechanického napětí. Čásová
proměnnost tohoto napětí způsobuje degradaci součásti, která vede ke změně lokálních
materiálových vlastností. Tyto lokální změny zapříčiňují vznik povrchových mikrotrhlin.
Následně dojde k šíření magistrální trhliny součástí a jakmile tato trhlina naroste do
kritického rozměru, dojde k samovolnému porušení soudržnosti součásti. Toto porušení
způsobí ukončení dané funkce součásti a často i celého zařízení. Životnost dané součásti
ovlivňuje celkovou životnost soustavy. Tyto poruchy soudržnosti součásti vedou v praxi
k haváriím, při kterých je ohroženo zdraví a životy lidí. Z tohoto hlediska je velice důležité
zabývat se zbytkovou únavovou životností součástí. Jeden z historických příkladů porušení
soudržnosti součásti jsou lodě typu Liberty1 (viz obr. 1.1).
Obrázek 1.1: Loď typu Liberty po přelomení[1]
1Liberty - třída obchodních lodí vyráběných během druhé světové války. Hlavním znakem byla svařo-
vaná konstrukce trupu, který trpěl na porušováním křehkými lomy, které způsobovaly rozlomení těchto
lodí
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1. ÚVOD
1.1. Popis problémové situace
Zaměření této diplomové práce je na určení zbytkové únavové životnosti modelové vla-
kové nápravy. Vlakové dvojkolí je složeno z nápravy a ze dvou nalisovaných kol na tuto
nápravu. Náprava vlakového dvojkolí je dimenzována z různými poloměry a osazeními
mezi přechody těchto poloměrů. Budeme předpokládat trhlinu v kritickém místě. Oblast,
ve které se kritické místo nachází, je tvořena osazením se dvěma různými poloměry za-
oblení. Toto místo je velice obtížné popsat analytickými metodami. Při použití metody
konečných prvků, která dokáže toto místo lépe popsat, dojde k odchylkám od analytického
určení součinitele intenzity napětí v tomto místě.
1.1.1. Formulace problému
Odhadnutí zbytkové únavové životnosti2 vlakové nápravy.
1.1.2. Metody řešení
V této práci bude kladen důraz na způsob určení součinitele intenzity napětí, jehož hod-
nota následně vstupuje do výpočtu zbytkové únavové životnosti. Hlavní metody určení
součinitele intenzity napětí budou analytická metoda a metoda pomocí výpočtového mo-
delování metodou konečných prvků. Zbytková únavová životnost bude určena pomocí
Paris-Erdoganova zákona3.
1.1.3. Formulace cílů
Cílem této diplomové práce je porovnání zbytkové únavové životnosti železniční ná-
pravy v závislosti na použité metodě určení součinitele intenzity napětí. Tento hlavní cíl
je možno rozepsat do následujících bodů:
• seznámení se s postupy určení součinitele intenzity napětí
• seznámení se s postupy určení zbytkové únavové životnosti
• určení součinitelů intenzity napětí dle jednotlivých metod
• určení zbytkových únavových životností na základě použitých metod určení souči-
nitele intenzity napětí
• porovnání zbytkových únavových životností
2tj. počet cyklů, kterého je zapotřebí k nárůstu z počátečního defektu na kritickou hodnotu
3popisuje závislost rychlosti šíření trhliny na hodnotě K-faktoru v oblasti, která je v logaritmických
souřadnicích přibližně lineární
3
2. Zbytková únavová životnost
Problematika zbytkové únavové životnosti se začala řešit v období rozvoje těžkého
průmyslu a rozvoje železnic. Za průkopníka v této oblasti se dá považovat německý inže-
nýr Wilhelm A. J. Albert [2], který se ve své práci zmiňuje o únavovém poškození důlních
řetězů v důsledku cyklického zatěžování. Ovšem systematickým a experimentálním vý-
zkumem se začal zabývat až německý železniční inženýr August Wöhler [3].
2.1. Únava materiálu
Únava materiálu a zbytková únavová životnost závisí na velikosti a tvaru daného tělesa
a také na způsobu zatěžování. Zatížení, kterým jsou tělesa v provozu vystavena, jsou
závislá na čase a můžeme je rozdělit do následujících skupin [4]
• stále průběhy zatížení (obr. 2.1) - zatížení (napětí) má konstantní průběh, pří-
kladem mohou být konstrukce namáhané pouze vlastní tíhou [4]
• monotónní průběhy zatížení (obr. 2.2) (rostoucí, neklesající, klesající, neros-
toucí) - zatížení (napětí) má v čase monotónní charakter, tento způsob zatěžování
se využívá v laboratořích např. pro tahové zkoušky materiálů, apod. [4]
• proměnné průběhy zatížení (obr. 2.3) (periodické, kvaziperiodické) - zatížení
(napětí) se mění v čase, tento způsob zatěžování je v technické praxi nejčastější [4]
Obrázek 2.1: Stálý průběh zatížení[5] Obrázek 2.2: Monotonní průběh zatížení[5]
Obrázek 2.3: Proměnný průběh zatížení[5]
August Wöhler prováděl experimenty na zkušebních vzorcích, které zatěžoval perio-
dickým sinusovým napětím. Zaznamenával si počet cyklů, které daný vzorek vydrží do
lomu. Tyto zkoušky prováděl opakovaně s různými hodnotami amplitudy zatížení. Posléze
získal závislost amplitudy na počtu cyklů do lomu. Tato charakteristika je nazývána S-N
křivkou (někdy uváděna jako Wöhlerova křivka)(viz obr.2.4).
4
2. ZBYTKOVÁ ÚNAVOVÁ ŽIVOTNOST
Obrázek 2.4: Případ Wöhlerovi křivky pro oceli [6]
Únavový proces se dělí na různé etapy. Existují dvě hlediska, dle kterých se tento
únavový proces dělí [7]:
- technické hledisko
1. iniciace trhliny
2. šíření trhliny
3. lom tělesa
- fyzikální hledisko
1. stadium změn mechanických vlastností materiálu
2. stadium nukleace trhlin
3. šíření krátké (strukturní) trhliny
4. šíření makrotrhliny
5. lom tělesa
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2.1. ÚNAVA MATERIÁLU
Obrázek 2.5: Únavový lom[8]
Únavové charakteristiky se rozdělují dle rozsahu a míry plastické deformace. Oblasti
rozdělení ovšem nemají pevně stanovené hranice. V literatuře nalezneme zhruba následu-
jící vymezení těchto oblastí (viz obr. 2.6) [4]
- 100 < Nc1< 102 - oblast kvazistatického lomu (velká plastická deformace) [4],
- 102 < Nc1< 105 - oblast nízkocyklické únavy (makroplastické deformace) [4],
- 105 < Nc1< 107 - oblast vysokocyklické únavy (omezená životnost) [4],
- Nc1≥ 107 - oblast vysokocyklické únavy (neomezená životnost - mikroplastické de-
formace) [4].
Obrázek 2.6: Wöhlerova křivka: rozdělení na jednotlivé oblasti [4]
1Nc - počet cyklů do lomu
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2.2. Lomová mechanika
Lomová mechanika se zabývá otázkou popisu kinetiky šíření defektů a stanovení pod-
mínek jejich zastavení. Lomová mechanika se dělí na dva hlavní směry[14]:
• lineární elastická lomová mechanika (LELM)
Nejstarší obor lomové mechaniky a tvoří základ pro všechny pozdější lomové teorie.
Předpokládáme lineární závislost mezi napětím a deformací v oblasti blízko u kořene
trhliny. LELM je schopna za určitých předpokladů popsat napěťové a deformační
poměry u kořene trhliny i při existenci malé plastické zóny. Koncepce součinitele
intenzity napětí K patří mezi hlavní metody výpočtu[14].
• elastoplastická lomová mechanika (EPLM)
Reálné materiály nevykazují ve skutečnosti zcela elastické chování jak se předpo-
kládá u LELM. Proto se EPLM používá hlavně u houževnatých materiálů. V oblasti
blízko kořene trhliny je porušení doprovázeno vznikem malé plastické deformace.
Čím větší je tato plastická oblast, tím méně přesné výsledky dostaneme z LELM.
Od určité velikosti plastické zóny je nutnost použít metody EPLM. Tyto metody
jsou založeny na energetické bilanci. mezi hlavní patří metoda křivkového J-integrálu
nebo koncepce rozevření trhliny δc (CTOD - Crack Tip Opening Displacement)[14].
2.3. Lineární elastická lomová mechanika
Při řešení napjatosti v blízkém okolí čela trhliny lze použít principu superpozice. Lo-
mová mechanika zavádí tři různé módy namáhání, resp. porušování (viz obr. 2.7). Součtem
výsledků od jednotlivých módů dostaneme obecný případ řešení tělesa s trhlinou. Tyto
módy jsou označovány římskými číslicemi I, II, III [9].
Obrázek 2.7: Tři základní módy namáhání[9]
• mód I - normálový mód (viz obr. 2.7a)
• mód II - smykový mód (viz obr. 2.7b)
• mód III - antirovinný smykový mód (viz obr. 2.7c)
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2.4. SOUČINITEL INTENZITY NAPĚTÍ K
2.4. Součinitel intenzity napětí K
Koncepce součinitele intenzity napětí byla zavedena z důvodu výskytu singularity na-
pětí na čele trhliny. Napětí na čele trhliny roste v teoretických úvahách nade všechny
meze, proto napětí není vhodnou veličinou pro popis tělesa s trhlinou.
Westergaard[10] odvodil následující rovnice pro napětí v okolí čela trhliny pro neko-
nečně velká tělesa1 (viz obr. 2.9) namáhané silou v módu I. Předpoklad pro odvození
těchto rovnic byl lineární, elastický, izotropní materiál ve stavu rovinné napjatosti.
σxx =
σ
√
pia√
2pir
· cos θ
2
·
[
1− sin θ
2
· sin 3θ
2
]
(2.1)
σyy =
σ
√
pia√
2pir
· cos θ
2
·
[
1 + sin
θ
2
· sin 3θ
2
]
(2.2)
τxy =
σ
√
pia√
2pir
· sin θ
2
· cos θ
2
· cos 3θ
2
(2.3)
Obrázek 2.8: Popis rozložení napětí
v blízkosti kořene trhliny[11]
Obrázek 2.9: Nekonečně velké těleso
s centrální trhlinou[11]
Při dosazení za θ = 0 se rovnice zredukují do tvaru:
σxx = σyy =
σ
√
pia√
2pir
(2.4)
Pro napětí na čele trhliny je třeba uvažovat následující vztah:
σxx = σyy = lim
r→0
σ
√
pia√
2pir
=∞ (2.5)
1šířka tělesa je podstatně větší než délka trhliny
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Tato rovnice nám ukazuje, že napětí na čele trhliny roste nade všechny meze2. Tato
skutečnost je důsledkem zmiňované singularity napětí. Napětí tedy není vhodnou veličinou
pro popis tělesa s trhlinou a zavádí se veličina součinitel intenzity napětí K definován
vztahem:
KI = lim
r→0
σ
√
pia√
2pir
·
√
2pir = σ
√
pia (2.6)
Index u součinitele intenzity napětí K určuje, o jaký mód namáhaní se jedná. V tomto
případě se jedná o mód I. Jednotkou součinitele intenzity napětí je [MPa
√
m].
2.5. Růstové zákony vysokocyklové únavy
Pro určování zbytkové únavové životnosti se používají jako základní vztahy růstové
zákony. Ty popisují závislost rychlosti růstu trhliny na rozkmitu součinitele intenzity
napětí K. Obecně jsou růstové zákon vyjádřeny následovně:
da
dN
= v = f(∆K,R), (2.7)
kde R je parametr asymetrie cyklu.
Na obr. 2.10 je znázorněn obvyklý trend závislosti rychlosti růstu trhliny v na rozkmitu
součinitele intenzity napětí ∆K:
Obrázek 2.10: Závislost v(∆K)[7]
Všimněme si v tomto obvyklém trendu třech významných oblastí.
První oblast, označená I, se nazývá dolní ohyb a nalezneme v ní prahovou hodnotu
rozkmitu součinitele intenzity napětí ∆Kth. Do této prahové hodnoty ∆Kth trhlina prak-
ticky neroste.[7]
2σxx = σyy =∞
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2.6. STANOVENÍ ZBYTKOVÉ ÚNAVOVÉ ŽIVOTNOSTI
Druhá oblast, označena II, střední část je v logaritmických souřadnicích přibližně
lineární. V této oblasti probíhá stabilní růst3 délky trhliny.[7]
Ve třetí oblasti (III - horní ohyb) se nachází kritická hodnota rozkmitu součinitele
intenzity napětí ∆Kc. Při dosažení této kritické hodnoty nastává lom. Trhlina se v této
oblasti šíří nestabilně4.[7]
Růstová křivka je popisována několika různými růstovými zákony. V následujícím
uvedu dva příklady těchto zákonů:
a) zákon Parise a Erdogana
v =
da
dN
= A(∆K)m, (2.8)
kde A,m = konst., m = (2 až 4). U zákonů Parise a Erdogana je schopen popsat
pouze oblast II, tedy v logaritmických souřadnicích konstantní část růstové křivky.
b) rovnice NASGRO
v =
da
dN
= C
[
∆K
(
1− f
1−R
)
∆K
]n (1− ∆Kth
∆K
)p(
1− ∆Kmax
∆Kc
)q , (2.9)
kde C, n, p, q jsou empiricky odvozené konstanty a f je funkce, která bere v úvahu
zavírání trhliny. Rovnice NASGRO je schopna popsat oba ohyby růstové křivky
v(∆K).
2.6. Stanovení zbytkové únavové životnosti
V předchozích kapitolách jsme si shrnuli základní věci potřebné znát pro určení zbyt-
kové únavové životnosti. Základním předpokladem je, že těleso již trhlinu obsahuje. Počá-
teční délka trhliny vychází s dostupných defektoskopických zkoušek, resp. z rozlišení těchto
metod. Na následujícím grafu (viz obr. 2.11) je znázorněna pravděpodobnost zjištění trh-
liny při použití defektoskopických zkoušek pomocí magnetického prášku a pomocí ultra-
zvuku. Tyto dvě defektoskopické zkoušky jsou pro svůj způsob provedení nejpoužíva-
nějšími v praxi pro odhalování trhlin na železničních nápravách [12].
3Stabilní růst trhliny je charakterizován tím, že k jeho iniciaci a trvání je nutno dodávat energii
z vnějšku přičemž rychlost růstu trhliny závisí na velikosti této energie
4Nestabilní růst může nastat i pouze v důsledku akumulované energie napjatosti tělese - bez jejího
dodání z vnějšku
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Obrázek 2.11: Pravděpodobnost zjištění trhliny [12]
Pro potřeby stanovení zbytkové únavové životnosti je dále nutné znát konečnou délku
trhliny. Po překročení této hodnoty délky trhliny dojde ke ztrátě funkčnosti dané součásti.
Hodnota délky trhliny, při které dojde k nestabilnímu růstu trhliny, se nazývá kritická
délka trhliny.
Při výpočtu zbytkové únavové životnosti se vychází z několika druhů zatěžování:
• Zatěžování konstantní amplitudou
• Zatěžování několika různými amplitudami napětí
• Obecné zatěžování
Pro případ předložené diplomové práce se zaměříme na zatížení několika amplitudami
napětí.
Při provozu železničního soukolí dochází k obecnému zatěžování, nicméně pro účely
stanovení zbytkové únavové životnosti využíváme tzv. spekter zatížení, které nám cha-
rakterizují zatížení nápravy při provozu. Použité zátěžné spektrum se nachází na grafu
2.12.
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Obrázek 2.12: Histogram zátěžného spektra železničního soukolí[13]
V případě zatížení několika různými konstantními amplitudami napětí se používají
hypotézy kumulace poškození. Každý zátěžný cyklus, který se nachází nad prahovou hod-
notou, přispívá svým dílem k celkovému poškození. K meznímu stavu dochází v případě,
jakmile celkové poškození dosáhne své kritické hodnoty.
Příklad toho, jak přispívají jednotlivé hodnoty amplitudy napětí pro dané zátěžné cykly
v závislosti na délce trhliny je k vidění v grafu 2.13.
Obrázek 2.13: Náhled počtu poškozujících amplitud pro různé délky trhliny [13]
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2.6.1. Palmgren-Minerův zákon
Palmgren-Minerův zákon patří mezi nejstarší a nejjednodušší hypotézy kumulace poš-
kození, která vychází z předpokladu lienární kumulace poškození s každým kmitem dané
amplitudy[15].
Tato hypotéza započítává do poškození pouze ty amplitudy kmitu ze zátěžného spek-
tra, které způsobují poškození součásti (v našem případě způsobují růst trhliny).
Jestliže je součást zatěžována N počtem bloků, pak přírůstek poškození v i-tém cyklu je:
Pi =
1
Nfi
, (2.10)
kde Nfi je životnost při zatěžování konstatním cyklem s charakteristikami i-tého cyklu.
Teoretická kritická hodnota P =
∑
Pi = 1. Pro mezní stav následně obdržíme:
Nf∑
i=1
1
Nfi
=
k∑
j=1
Nj
Nfi
= 1, (2.11)
kde k je počet různých amplitud cyklů, Nj je počet cyklů daného typu.
Zatížení, které způsobí mezní stav, se může skládat z vícero bloků. Rovnice 2.11 se
proto upravuje následovně:
D ·
k∑
j=1
Nj
Nfi
= 1, (2.12)
D =
1
k∑
j=1
Nj
Nfi
, (2.13)
kde D je počet bloků do lomu.
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intenzity napětí K
Pro praktické potřeby posuzování zbytkové únavové životnosti těles s trhlinou je třeba
umět určit hodnotu součinitele intenzity napětí K. Tento součinitel se dá určit několika
způsoby. Takové hlavní dělení je na analytické metody a numerické metody. Byla vypra-
cována řada těchto analytických a numerických metod (včetně aplikace MKP).
V této práci se zabývám určením zbytkové únavové životnosti pro železniční nápravu
s předpokládanou trhlinou v kritickém místě1. Budeme vycházet jak z analytických metod
určení součinitele intenzity napětí, tak z numerických metod. Těleso s trhlinou je kruho-
vého průřezu a bude namáhané ohybem za rotace. Trhlina se bude nacházet na povrchu
tělesa. Další informace, kterou musíme znát pro určení součinitele intenzity napětí je tvar
trhliny.
Pokud nemáme žádné informace o tom, jak se trhlina v daném tělese šíří, je nejjedno-
dušší předpokládat trhlinu půl-kruhového tvaru.
Obrázek 3.1: Povrchová trhlina půl-kruhového tvaru[16]
Pokud ovšem víme, jak se trhlina šíří tělesem, je přesnější použít předpokládaný tvar
čela šířící se trhliny. Dle [17] se trhlina v nápravě šíří ve tvaru elipsy. Velikost hlavní polo-
osy trhliny se mění v polynomické závislosti na hloubce trhliny2. Tato změna je popsána
následujícím polynomem[17]:
b
a
= 2549
( a
D
)4
− 1186
( a
D
)3
+ 164, 5
( a
D
)2
+ 5, 84
( a
D
)
+ 1, 19, (3.1)
kde a je hloubka trhliny, b je velikost hlavní poloosy trhliny, D je průměr válce v rovině
trhliny.
Tvar tohoto polynomu je zobrazen na obrázku 3.2.
1místo s působením největšího napětí bez přítomnosti vady typu trhlina
2v tomto případě je hloubka trhliny rovna velikosti vedlejší poloosy elipsy, která popisuje tvar trhliny
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Obrázek 3.2: Polynom popisující změnu čela šířící se trhliny poloeliptického tvaru[17]
Šíření trhliny v tělese je pak znázorněno na obrázcích 3.3 (polokruhová trhlina) a 3.4
(poloeliptická trhlina).
Obrázek 3.3: Růt trhliny
polokruhového tvaru
Obrázek 3.4: Růst trhliny
poloeliptického tvaru
3.1. Analytický způsob
Pro běžné použití jsou dnes k dispozici katalogy pro určení K, pro různé tvary a ve-
likosti těles, trhlin a různé druhy zatížení. V těchto katalozích jsou uvedeny buď exaktní
výrazy nebo aproximované grafické průběhy. Dále uvedu pouze ty metody, kterými jsem
se zabýval ve své práci.
Nejprve se podíváme, jak určit analyticky hodnotu součinitele intenzity napětí pro po-
lokruhový tvar trhliny.
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3.1.1. Polokruhový tvar trhliny
Vycházejme ze vztahů, které odvodili Forman & Shivakumar. Pro povrchovou trhlinu
polokruhového tvaru (viz obr. 3.1) odvodili tyto vztahy[16]:
• pro těleso zatížené tahem (σ0)[16]
K0 = F0 σ0
√
pia, (3.2)
F0 = G
[
0, 7852 + 1, 286β + 0, 37Y 3
]
, (3.3)
• pro těleso zatížené ohybem (σ1)[16]
K1 = F1σ1
√
pia, (3.4)
F1 = G
[
0, 923 + 0, 199Y 4
]
, (3.5)
kde:
G = 0, 92
(
2
pi
)
sec β
[
(tan β)
β
] 1
2
, (3.6)
Y = 1− sin β, (3.7)
β =
(
2
pi
)( a
D
)
, (3.8)
(3.9)
kde a je délka trhliny, D je průměr válce, σ0 je velikost tahového napětí, σ1 je velikost
ohybového napětí.
3.1.2. Poloeliptický tvar tvar trhliny
Pro poloeliptický tvar trhliny vycházejme z obdobného vztahu jako pro trhlinu po-
lokruhového tvaru, ovšem hodnoty funkce F budou odečítány z předem publikovaných
tabulek34. Uvažováno bude na zatížení tahem a ohybem.
• tahové zatížení[18]:
KI = σtah
√
pib5 · FI (3.10)
3Hodnoty z tabulky 3.1 autorů H.Nisitani a D.H.Chen.
4Hodnoty z tabulky 3.2 autorů Y.Murakami a H.Tsuru
5v literatuře [19] je délka trhliny označena písmenem b
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b6/r 0 0,125 0,250 0,375 0,500
b6/a7 = 1 0,636 0,641 0,656 0,683 0,723
b6/a7 = 0, 5 0,884 0,890 0,920 0,976 1,064
Tabulka 3.1: Hodnoty FI pro tahové zatížení[18]
• ohybové zatížení[19]:
KBI,3 = σ
′
0
√
pib6 FBI,3, (3.11)
σ
′
0 =
32M
pid3
. (3.12)
b6/dr b6/a7 0,000 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500 0,600 0,700 0,800 0,900 1,000
0,01 1,116 1,085 1,041 0,990 0,934 0,878 0,824 0,774 0,729 0,690 0,656
0,05 1,077 1,047 1,005 0,955 0,902 0,848 0,795 0,747 0,703 0,666 0,634
0,10 1,024 0,996 0,956 0,908 0,857 0,806 0,756 0,710 0,669 0,633 0,602
0,15 0,979 0,952 0913 0,868 0,819 0,770 0,723 0,678 0,639 0,605 0,576
0,20 0,935 0,909 0,872 0,829 0,783 0,736 0,690 0,648 0,610 0,578 0,550
Tabulka 3.2: Hodnoty FBI,3 pro ohybové zatížení[19]
Jelikož ve své práci nevycházím ze ”standardních”rozměrů elipsy, ale hodnoty poloos
jsou napočítány dle vzorce 3.1, je potřeba hodnoty v tabulkách aproximovat. Pro tahové
namáhání může tato aproximace způsobit vetší rozdíly oproti realitě z důvodu malého
počtu uvedených hodnot.
3.2. Numerický způsob
Pro stanovení součinitelů intenzity napětí bude použita přímá metoda.
Přímá metoda je založena na porovnání numerického řešení napětí nebo posuvů v okolí
kořene trhliny s řešením analytickým vycházejícím z definičních vztahů.
6v literatuře [19] je délka trhliny označena písmenem b
7v literatuře [19] je délka vedlejší poloosy elipsy popisující tvar trhliny označena písmenem a
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Obrázek 3.5: Extrapolace při určení hodnoty součinitele intenzity napětí pomocí příme
metody [20]
Hodnoty napětí pro tuto metodu se odečítají z blízkého okolí vrcholu trhliny. Na
obrázku 3.6 je znázorněna oblast, ze které se data odečítají. Přesnost této metody je
silně závislá na velikosti elementů u kořene trhliny. Čím větší přesnost je požadována pro
výpočet, tím menší elementy musí být použity.
Obrázek 3.6: Místo odečtení hodnot napětí pro přímou metodu
Z takto odečtených hodnot napětí se musí vyjádřit pomocí vzorce 2.6 součinitel inten-
zity napětí. Tyto hodnoty se následně vynesou do grafu a provede se jejich extrapolace. Po
provedení extrapolace získaných hodnot odpovídá výsledná hodnota součinitele intenzity
napětí průsečíku extrapolované přímky s osou y (viz obr. 3.5).
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3.3. Ověření numerického modelu
Před samotným výpočtem součinitele intenzity napětí na reálné součásti, bylo potřeba
ověřit platnost numerického modelu. Toto ověření bylo provedeno na jednoduché úloze
pro dva tvary trhliny (polokruhová a poloeliptická trhlina) a dva druhy namáhání (tah a
ohyb).
3.3.1. Numerický model
Geometrie, materiál a prvky
Geometrie pro tuto úlohu byla volena ve tvaru válce o rozměrech: d = 100mm, l =
200mm. Trhlina byla uvažována přímo uprostřed válce.
Geometrie tohoto příkladu byla vytvořena následovně. Zadaná byla soustavu bodů
(keypointů8) s danými souřadnicemi. Některé souřadnice byly zadány parametrem, aby
se mohla měnit jednoduše délka tvar trhliny dle potřebných konfigurací. Poté byly tyto
dané body spojeny čarami. Mezi těmito čarami byly vytvořeny plochy, ze kterých se
následně vytvořily objemy.
Pro zjednodušení příkladu byly uvažovány dvě roviny symetrie. Jedna rovina symetrie
je příčným průřezem válce a je umístěna přímo v kořeni trhliny. Druhá rovina symetrie
je uvažována souběžně s osou válce a je umístěna opět do kořene trhliny (viz obr. 3.7).
Obrázek 3.7: Model příkladu
8keypiont - bod v systému ANSYS o daných souřadnicích
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Celkový objem válce byl rozdělen do několika objemů a to z důvodu lepší práce s ko-
nečnoprvkovou sítí.
Jako materiál byla zvolena klasická konstrukční ocel, tedy materiál lineárně elastický
isotropní homogenní, s následujícími charakteristikami:
- E9 = 210GPa
- µ10 = 0.3
Jako prvek pro vytvoření sítě jsem použil SOLID186.
Použitá síť a okrajové podmínky
V blízkém okolí trhliny bylo použito pro vytvoření sítě (viz obr. 3.9) hexagonálních
elementů. Zbytek válce byl pokryt sítí tetragonálních elementů, jelikož nebylo potřeba
odečítat žádné přesnější hodnoty napětí v této části válce.
Obrázek 3.8: Konečnoprvková síť numerického
modelu
Obrázek 3.9: Detail zhuštění sítě
konečnoprvkových elementů v okolí čela trhliny
9modul pružnosti v tahu
10Poissonův poměr
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Při zadávání okrajových podmínek bylo využito již zmíněných os symetrie. Na ploše
pod čelem trhliny ylo zamezeno posuvu elementů v axiálním směru (tedy v ose z ) a na
ploše, která rozdělí válec v axiálním směru bylo zamezeno posuvu elementů v ose x. Dále
bylo potřeba zamezit posuvu válce v prostoru. Toto zamezení posuvu v prostoru se ošetřilo
vetknutím (zamezením posuvu ve všech směrech x, y a z ) keypointu v rovině trhliny, který
se nacházel nejdále od trhliny, aby nedošlo k ovlivnění napětí v okolí trhliny (viz obr. 3.10)
Obrázek 3.10: Deformační okrajové podmínky
Dle typu zatížení byly voleny napěťové okrajové podmínky. Pro případ tahového na-
máhání byla zvolena deformační podmínku zatížení. Všem uzlům v ploše vzdálené od
trhliny 100mm byl předepsán posuv 0,5mm ve axiálním směru. Díky tomuto zadání okra-
jové podmínky bylo následně potřeba odečíst reakční síly z uzlů v této ploše, aby se mohlo
dopočítat napětí.
V případě ohybového namáhání byla rozpočítána síla potřebná k vytvoření ohybového
napětí do uzlů na nejvzdálenější rovnoběžné ploše od trhliny viz obr. 3.12.
Obrázek 3.11: Okrajové podmínky
pro zatížení tahem
Obrázek 3.12: Okrajové podmínky
pro zatížení ohybem
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Určení součinitele intenzity napětí na numerické modelu
Vyhodnocení součinitele intenzity napětí bylo provedeno pomocí přímé metody (viz
obr. 3.5). Z numerických výsledků bylo odečteno axiální napětí před kořenem trhliny do
hloubky 2mm. Z těchto napětí byly pomocí vzorce 3.13 dopočítány hodnoty součinitele
intenzity napětí a tyto hodnoty byly vyneseny do grafu (viz obr. 3.13). V grafu je zná-
zorněna modře oblast, kterou použijeme pro extrapolaci hodnoty součinitele intenzity
napětí.
KI = σz
√
pir, (3.13)
kde r je vzdálenost od kořene trhliny.
Obrázek 3.13: Ukázka určení součinitele intenzity napětí pomocí přímé metody
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Hodnoty součinitele intenzity napětí získané přímou metodou z numerického výpočtu
jsou uvedeny v tabulce 3.3. Extrapolace hodnot byla provedena pomocí software Excel.
součinitel intenzity napětí MKP
tvar trhliny kruh elipsa kruh elipsa
hloubka trhliny
[mm]
tah ohyb
1 4.53 4.83 4.42 4.67
5 8.84 11.23 7.90 10.07
10 12.52 17.41 10.39 14.81
15 15.51 21.99 12.04 18.12
20 18.12 25.68 13.28 20.92
Tabulka 3.3: Hodnoty součinitele intenzity napětí z numerického výpočtu
3.3.2. Analytický výpočet
Pro analytické určení hodnot součinitelů intenzity napětí byly použity metody z kapitol
3.1.1 a 3.1.2.
Při namáhání tahem byly odečteny hodnoty reakčních sil ze zatíženého konce válce.
Z těchto hodnoty byla poté dopočítána velikost napětí, které bylo následně uvažováno pro
analytický výpočet hodnot součinitelů intenzity napětí. Součást byla zatížena posuvem
na ploše a při porovnání metod určení součinitele intenzity napětí byla nutnost vyjít ze
stejných napětí, které vycházely ze zatížení:
σtah =
F
S
(3.14)
Takto získané napětí σtah bylo použito do vzorce 3.2 pro namáhání tahem a polokru-
hový tvar trhliny. Vzorec 3.10 byl pak použit pro namáhání tahem pro poloeliptický tvar
trhliny.
Hodnoty tvarových funkcí F , které jsou uvedeny v tabulce 3.4, byly pro trhlinu polo-
kruhového tvaru získány pomocí rovnic 3.3, 3.5, 3.6, 3.7 a 3.8.
Pro trhlinu poloeliptického tvaru jsem odečetl hodnoty tvarové funkce z tabulek 3.1 a
3.2. Jelikož tyto tabulky neobsahují hodnoty konfigurací velikostí trhlin pro studovaný pří-
pad, bylo nutné aproximovat údaje z tabulek pro získání hodnot tvarových funkcí přímo
pro danou velikost a tvar trhliny.
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Hodnoty tvarových funkcí pro analytický výpočet
tvar trhliny kruh elipsa kruh elipsa
hloubka trhliny
[mm]
tah ohyb
1 0.606 0.753 0.650 0.731
5 0.672 0.855 0.627 0.813
10 0.700 0.949 0.610 0.856
15 0.743 1.025 0.603 0.855
20 0.800 1.110 0.606 0.836
Tabulka 3.4: Hodnoty tvarových funkcí do vstupu pro analytický výpočet
Pro namáhání byla určena velikost napětí vstupující do výpočtu součinitele intenzity
napětí pomocí ohybového momentu, který byl vypočítán ze zadané zátěžné síly.
Napětí bylo určeno pomocí vzorce:
σohyb =
Mo
Wo
, (3.15)
kde Mo je ohybový moment a Wo je modul průřezu v ohybu:
Mo = F · l, (3.16)
Wo =
pid3
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. (3.17)
V tabulce 3.5 jsou shrnuty výsledky pro analytické určení součinitele intenzity napětí.
součinitel intenzity napětí analyticky
tvar trhliny kruh elipsa kruh elipsa
hloubka trhliny
[mm]
tah ohyb
1 3.88 4.43 3.64 4.10
5 8.84 11.25 7.86 10.19
10 13.01 17.63 10.80 15.20
15 16.83 23.21 13.09 18.56
20 20.94 29.04 15.20 20.96
Tabulka 3.5: Hodnoty součinitele intenzity napětí z analytického výpočtu
3.3.3. Diskuze výsledků
Jednotlivé výsledky určených součinitelů intenzity napětí jsou vyneseny v grafech 3.14,
3.15, 3.15, 3.17. V těchto grafech jsou i vyneseny proložené polynomy popisující velikost
součinitele intenzity napětí v závislosti na hloubce trhliny.
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Obrázek 3.14: Porovnání součinitele intenzity napětí, polokruhový tvar trhliny, tahové
napětí
Obrázek 3.15: Porovnání součinitele intenzity napětí, poloeliptický tvar trhliny, tahové
napětí
Z uvedených grafů je vidět, že nejmenší odchylky mezi analytickým určením součinitele
intenzity napětí jsou v hloubce trhliny 5mm. S rostoucí hloubkou trhliny se odchylky
zvětšují. K nejmenším odchylkám dochází v případě poloeliptického tvaru trhliny a pro
případ ohybového napětí. Tento jev si vysvětlují tím, že hodnoty tvarové funkce pro tento
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Obrázek 3.16: Porovnání součinitele intenzity napětí, polokruhový tvar trhliny, ohybové
napětí
Obrázek 3.17: Poprovnání součinitele intenzity napětí, poloeliptický tvar trhliny, ohybové
napětí
případ byli napočítány také numerickými metodami. Pro případ tahového napětí ještě
k odchylkám dochází, ale je to z důvodu malého počtu konfigurací velikosti a tvaru trhliny
uvedených v tabulce 3.1. Tabulka 3.2 pro určení tvarové funkce v případě ohybového
napětí obsahuje více hodnot, a proto je možnost provést přesnější aproximaci uvedených
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hodnot pro získání potřebné konfigurace trhliny.
U polokruhového tvaru trhliny jsou rozdíly největší. Analytické vztahy, ze kterých
jsem vycházel pro určení hodnoty tvarové funkce, nedostatečně postihují změnu tuhosti
součásti pro hlubší trhliny. Již v tomto příkladě se ukazuje, že polokruhový tvar trhliny
není dostačující pro popis trhliny šířící se v železničním soukolí. Tento případ je zde
uveden pro případ, že se jedná o nejjednodušší a nejzákladnější představu o šíření trhlin
v tělesech s kruhovým průřezem.
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životnosti na reálném tělese
V této části práce se budeme zabývat určením zbytkové únavové životnosti na reál-
ném tělese, konkrétně na železničním dvojkolí. Při výpočtu vycházíme ze zjednodušeného
modelu železničního dvojkolí. Pro potřeby této práce není nutnost modelovat reálné dvoj-
kolí detailně. Reálně bylo namodelována oblast kolem kritického místa nápravy z důvodu
správného určení součinitele intenzity napětí.
Zbytkovou únavovou životnost železničního dvojkolí jsem určoval pro dva tvary trhliny,
polokruhový tvar trhliny a poloeliptický tvar trhliny. Trhlinu jsem vždy uvažoval v kri-
tickém místě.
V následujících příkladech nebyl uvažován vlivu posouvající síly a vliv nalisování kola.
Oba tyto vlivy jsem vyloučil, protože nebyly předmětem zkoumání této práce.
4.1. Geometrie železničního dvojkolí
Geometrie železničního dvojkolí se skládá ze dvou dílů, z nápravy a kola, které je na
tuto nápravu nalisováno. Jedná se o obyčejné dvojkolí, na kterém se nachází pouze dvě
nalisovaná kola bez prvků jako jsou brzdy, popř. pohon. Přesný tvar a základní rozměry
jsou uvedeny na obrázku 4.1. Při tvorbě geometrie jsem vycházel ze článku [21].
Obrázek 4.1: Geometrie a rozměry železničního dvojkolí
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Toto jednoduché soukolí je symetrické, proto nebyla nutnost modelovat toto soukolí
celé, ale pouze jeho polovinu. Využita byla i symetrie v axiálním směru.
Na obrázku 4.1 je zobrazen detail B, který popisuje geometrii zkoumaného místa. Jedná
se o přechod z průměru hřídele 180mm na průměr 210mm. V tomto místě je přechod tvořen
osazením se dvěma různými poloměry zaoblení. Ve studovaném místě dochází k největší
koncentraci napětí, proto v této oblasti předpokládáme kritické místo.
Zatížení železničního soukolí
Železniční soukolí je při svém provozu zatížené ohybem za rotace. Experimentálně byla
stanovena deformace v oblasti kritického místa. Získaná data byla následovně zpraco-
vána. Jelikož cílem této práce není určení zbytkové životnosti skutečného případu, bylo
vytvořeno 6 zatěžujících tříd, které shrnují celé spektrum zatížení.
Ohybový moment, kterým je tato součást namáhána, vychází ze skutečného ohybového
momentu železničního dvojkolí. Hodnota uvažovaného momentu je:
Mo = 23, 84 kN m
Určení kritického místa
Další věc, která byla potřeba pro určení zbytkové životnosti, bylo přesné určení kri-
tického místa. Kritické místo bylo určeno pomocí metody konečných prvků. Základním
předpokladem byl model bez vady typu trhlina. Po provedení výpočtu byly odečteny
hodnoty axiálního napětí z oblasti s největší koncentrací napětí (viz obr. 4.2).
Obrázek 4.2: Rozložení napětí, model bez trhliny
Průběh napětí v oblasti největší koncentrace napětí je pak zobrazeno na obrázku 4.3.
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Obrázek 4.3: Průběh napětí v oblasti největší koncentrace napětí
Po odečtení souřadnice uzlu, ve kterém je největší napětí, bylo zjištěno, že kritické
místo se nachází ve vzdálenosti 29, 22mm od začátku přechodu z průměru hřídele 210mm
(viz obr. 4.4).
Obrázek 4.4: Vzdálenost kritického místa
4.2. Určení hodnot součinitele intenzity napětí
Při určování hodnot součinitelů intenzity napětí bylo opět použito jak metody koneč-
ných prvků, tak metody analytické.
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Pro metodu končených prvků byl vytvořen model s trhlinou, která byla předpokládána
v kritickém místě. U analytického určení se vycházelo z průběhu ohybového momentu,
následně určení napětí a upravení napětí dle příslušného koeficientu koncentrace napětí.
Takto vypočítané napětí bylo použito do vztahů 3.4 a 3.11. Hodnoty součinitelů intenzity
napětí byly určovány pro hloubky trhliny 1, 2, 5, 10, 15 a 20mm.
4.2.1. Určení součinitele intenzity napětí pomocí metody koneč-
ných prvků
Určení hodnoty součinitelů intenzity napětí si vyžadovalo vytvoření dvou parametric-
kých modelů, pro polokruhový tvar trhliny a pro poloeliptický tvar trhliny. Modely byly
vytvořeny obdobně jako pro případ ověření numerického modelu.
Geometrie dvojkolí
Základem pro oba modely byly keypointy o daných souřadnicích. Tyto keypointy byly
následně propojeny čarami, mezi čarami vytvořeny plochy, které byly pospojovány do jed-
notlivých objemů modelu. Takto vytvořený model s rozměry ze schématu 4.1 je zobrazen
na obrázku 4.5.
Obrázek 4.5: Objemový model železničního dvojkolí
Opět byla oblast v okolí trhliny modelována pomocí několika menších objemů, aby
bylo dosaženo kvalitnější sítě elementů v místech, kde se bude odečítat napětí pro určení
hodnot součinitele intenzity napětí.
Síť konečnoprvkových elementů je zobrazena na obrázku 4.6. Zároveň je i na tomto
obrázku vidět detail zahuštění sítě v okolí čela trhliny.
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Obrázek 4.6: Síť elementů na vytvořeném modelu železničního dvojkolí
Okrajové podmínky
Okrajové podmínky byly voleny v závislosti na využití rovin symetrie modelu. V rovině,
která rozděluje nápravu dvojkolí na dvě části, bylo zamezeno posuvu uzlů v axiálním
směru (v ose z ). V rovině, která soukolí dělí v axiální ose, bylo zamezeno posuvu uzlům
ve směru osy x.
Dále byla vložena okrajová podmínka do keypointu na kole, zamezení posuvu v ose y.
Tato okrajová podmínka nahrazuje styk kola se železnicí (viz obr. 4.7).
Tato soustavu byla zatížena silou, která byla opět aplikovaná do keypointu. Působiště
síly bylo zvoleno v polovině ložiska, které je na této nápravě umístěno (viz obr. 4.7).
Velikost síly byla dopočítána dle ohybového momentu Mo:
Mo = F · l
F =
Mo
l
F =
23840
0, 30625
= 76 760N
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Obrázek 4.7: Okrajové podmínky
Výsledky
Hodnoty axiálního napětí byly odečteny do vzdálenosti 2mm od kořene trhliny. Z těchto
dat byla poté vyhodnocena pomocí přímé metody velikost součinitele intenzity napětí pro
jednotlivé hloubky trhliny. Výsledné hodnoty jsou shrnuty v tabulce 4.1.
Součinitel intenzity napětí
K [MPa
√
m]
a [mm] kruhová trhlina elipsovitá trhlina
1 2,29 2,38
2 2,78 3,08
5 3,79 4,82
10 4,75 6,60
15 5,27 8,21
20 5,65 8,45
Tabulka 4.1: Součinitel intenzity napětí pro jednotlivé tvary trhliny z MKP
4.2.2. Určení součinitele intenzity napětí pomocí analytické me-
tody
Pro určení hodnot součinitele intenzity napětí pomocí analytické metody bylo vychá-
zeno z VVÚ1, speciálně z průběhu ohybové momentu (viz obr. 4.8). Jak již bylo zmíněno
dříve, vliv posouvající síly je pro tento případ zanedbáván.
1VVÚ - výsledné vnitřní účinky
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Obrázek 4.8: Průběh ohybového momentu
Stanovení rozdělení napětí
Maximální velikost ohybového momentu je v oblasti průměru hřídele D1 = 210mm a
D2 = 180mm. V těchto místech je potřeba dopočítat hodnoty nominálních napětí, aby
se mohla určit velikost maximálního napětí na hřídeli.
σo,1 =
Mo
Wo,1
=
32 ·Mo
pi ·D31
=
32 · 23 840
pi · 0, 213 = 26 220 953Pa = 26, 22MPa
σo,2 =
Mo
Wo,2
=
32 ·Mo
pi ·D32
=
32 · 23 840
pi · 0, 183 = 41 637 902Pa = 41, 64MPa
σo,nom = max {σo,1; σo,2} = σo,nom = max {26, 22; 41, 64} = 41, 64MPa
Nominální napětí je potřeba upravit o součinitel koncentrace napětí β, aby byla získáno
maximální napětí v místě osazení. Jelikož pro tento případ neexistují nomogramy2 pro
určení tohoto součinitele, vyšlo se z hodnot vypočítaných z MKP. Koeficient koncentrace
napětí byl získán z nominálního napětí určeného z metody konečných prvků a z maximální
hodnoty napětí:
β =
σo,max,MKP
σo,nom,MKP
=
51, 72
41, 58
= 1, 244
Nyní lze stanovit hodnotu maximálního napětí na nápravě:
σo,max = σo,nom · β = 41, 64 · 1, 244 = 51, 78MPa
2grafy pro určení součinitele velikosti pro daný typ součásti a daný typ namáhání. Součinitel velikosti
vstupuje do výpočtu součinitele koncentrace napětí.
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Hodnoty tvarových funkcí
Hodnoty tvarových funkcí pro polokruhovou trhlinu byly určeny ze vztahů 3.5, 3.6, 3.7,
3.8.
Hodnoty tvarových funkcí pro poloeliptickou trhlinu byly získány aproximací dat z ta-
bulky 3.2. Takto získané hodnoty jsou uvedeny v tabulce 4.2.
Hodnoty tvarových funkcí
a [mm] polokruhová trhlina poloeliptická trhlina
1 0,658 0,731
2 0,659 0,760
5 0,664 0,827
10 0,674 0,897
15 0,689 0,908
20 0,708 0,911
Tabulka 4.2: Hodnoty tvarových funkcí pro analytické výpočty
Výsledky
Součinitele intenzity napětí byli po určení hodnot tvarových funkcí dopočítány pro
polokruhový tvar trhliny ze vzorce 3.4 a pro poloeliptický tvar trhliny ze vzorce 3.11.
Výsledné hodnoty součinitelů intenzity napětí jsou uvedeny v tabulce 4.3.
Součinitel intenzity napětí
K [MPa
√
m]
a [mm] polokruhová trhlina poloeliptická trhlina
1 1,91 2,12
2 2,71 3,12
5 4,31 5,37
10 6,19 8,23
15 7,74 10,21
20 9,19 11,82
Tabulka 4.3: Součinitel intenzity napětí pro jednotlivé tvary trhliny z analytických metod
4.3. Zbytková únavová životnost
Při určení zbytkové únavové životnosti se vycházelo z kumulace poškození od jednotli-
vých amplitud napětí. Zátěžná spektra (tab. 4.4 a tab. 4.5) byla získána z maximálních
hodnot napětí, která vyšla jak pro případ numerického modelu, tak pro případ analytic-
kých metod. Tato spektra pak byla použita pro určení počtu cyklů pro jednotlivé přírůstky
poškození dle Parise-Erdogana (viz 2.5. Tyto počty cyklů se pak následně upraví pomocí
hypotézy Palmgren-Minera (viz 2.6.1).
Při výpočtu počtu cyklů přírůstku poškození pomocí Parise-Erdogana se bude vychá-
zet z následujících hodnot a zadaných materiálových charakteristik:
- a0 = 1mm
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Zátěžné spektrum
číslo zátěžné
třídy
počet cyklů
hodnoty napětí
[MPa]
1 181126 51,78
2 140779 74,79
3 19471 97,81
4 7541 120,82
5 1052 143,84
6 28 166,84
Tabulka 4.4: Zadané velikosti napětí pro jednotlivé třídy zatěžování, analytický výpočet
Zátěžné spektrum
číslo zátěžné
třídy
počet cyklů
hodnoty napětí
[MPa]
1 181126 51,72
2 140779 74,71
3 19471 97,70
4 7541 120,68
5 1052 143,67
6 28 166,65
Tabulka 4.5: Zadané velikosti napětí pro jednotlivé třídy zatěžování, numerický výpočet
- ak = 20mm
- Kth = 7,25 MPa
√
m
- A = 1, 534 · 10−10
- m = 3,46
Integrací vztahu 2.8 obdržíme následující vztah, který bude využit pro výpočet počtu
cyklů nutných pro růst trhliny z délky a0 na konečnou délku ak:
Nf =
1
A · (σo,max
√
pi)
m
∫ ak
a0
1
(
√
a · FI(a))mda (4.1)
4.3.1. Trhlina polokruhového tvaru čela trhliny
Hodnoty tvarové funkce vstupující do výpočtu počtu cyklů dle Parise-Erdogana FI(a)
jsem získal z následujících polynomů:
Uvedené polynomy tvarových funkcí byly vytvořeny následovně. Z analytického určení
součinitele intenzity napětí jsou hodnoty tvarové funkce již určené. Proto stačilo vynést
hodnoty do grafu a proložit je polynomem.
Při určení součinitele intenzity napětí pomocí metody MKP ovšem tyto hodnoty nejsou
k dispozici a proto se musely dopočítat pomocí upraveného vzorce 3.4:
FI =
KI
σ
√
pia
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Obrázek 4.9: Tvarové funkce pro polokruhovou trhlinu
Vypočtené hodnoty byly opět vyneseny do grafu 4.9 a proloženy odpovídajícím poly-
nomem.
Analytický výpočet
Nejdříve se musí určit hodnoty délky trhliny, ve kterých se začnou jednotlivé třídy
zatížení stávat poškozujícími. K tomu dopomůže následující graf 4.10.
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Obrázek 4.10: Hodnoty součinitelů intenzity napětí pro jednotlivé třídy zatížení v závislosti
na hloubce trhliny, stanoveno analyticky
V místě, kde hodnoty součinitele intenzity napětí překročí prahovou hodnotu Kth,
stane se daná třída poškozující. Pro tento případ analytického určení se stane největší
třída zatížení poškozující až od hloubky trhliny 1,29mm. Z toho důvodu se bude uvažovat
růst trhliny od počáteční délky a0 = 1, 3mm.
V tabulce 4.6 jsou uvedeny délky trhliny, ve kterých se stávají dané třídy zatížení
poškozující.
třída zatížení délka trhliny [mm]
1 1,29
2 1,98
3 2,95
4 4,43
5 7,03
6 12,92
Tabulka 4.6: poškozující délky trhliny, stanoveno analyticky
Celý interval růstu trhliny od hodnoty a0 = 1, 3mm do ak = 20mm se rozdělí na šest
intervalů.
1 a0 = 1, 3mm→ ak = 1, 98mm poškozující je pouze 6. třída zatížení,
2 a0 = 1, 98mm→ ak = 2, 95mm poškozující je 5. a 6. třída zatížení,
3 a0 = 2, 95mm→ ak = 4, 43mm poškozující je 4., 5. a 6. třída zatížení,
4 a0 = 4, 43mm→ ak = 7, 03mm poškozující je 3., 4., 5. a 6. třída zatížení,
5 a0 = 7, 03mm→ ak = 12, 92mm poškozující je 2., 3., 4., 5. a 6. třída zatížení,
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6 a0 = 12, 92mm→ ak = 20mm poškozující jsou všechny třídy zatížení.
Pro každý uvedený interval a pro každou zátěžnou třídu je potřeba spočítat hodnotu
integrálu 4.1, tedy počet cyklů, které se podílí pro od jednotlivé zátežné třídy na růstu
trhliny.
Pro tuto potřebu byl vytvořen script v software Matlab. V následujícím jsou uvedeny
pouze hodnoty, které byly tímto výpočtem získány:
1. interval
Nf1,6 = 3 607 cyklů
2 interval
Nf2,5 = 4 219 cyklů
Nf2,6 = 2 525 cyklů
3. interval
Nf3,4 = 5 842 cyklů
Nf3,5 = 3 195 cyklů
Nf3,6 = 1 912 cyklů
4. interval
Nf4,3 = 9 816 cyklů
Nf4,4 = 4 726 cyklů
Nf4,5 = 2 585 cyklů
Nf4,6 = 1 547 cyklů
5. interval
Nf5,2 = 21 325 cyklů
Nf5,3 = 8 427 cyklů
Nf5,4 = 4 057 cyklů
Nf5,5 = 2 219 cyklů
Nf5,6 = 1 328 cyklů
6. interval
Nf6,1 = 33 668 cyklů
Nf6,2 = 9 435 cyklů
Nf6,3 = 3 728 cyklů
Nf6,4 = 1 795 cyklů
Nf6,5 = 982 cyklů
Nf6,6 = 588 cyklů
Takto získané počty cyklů použiji pro výpočet kumulace poškození dle Palmgren-
-Minerova zákona:
1. interval
D1 =
1
N6
Nf1,6
=
1
28
3 607
= 128, 83
2. interval
D2 =
1
N5
Nf2,5
+ N6
Nf2,6
=
1
1052
4 219
28
2 525
= 3, 84
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3. interval
D3 =
1
N4
Nf3,4
+ N5
Nf3,5
+ N6
Nf3,6
=
1
7 541
5 842
+ 1 052
3 195
+ 28
1 912
= 0, 61
4. interval
D4 =
1
N3
Nf4,3
+ N4
Nf4,4
+ N5
Nf4,5
+ N6
Nf4,6
=
1
19 471
9 816
+ 7 541
4 726
+ 1 052
2 585
+ 28
1 547
= 0, 25
5. interval
D5 =
1
N2
Nf5,2
+ N3
Nf5,3
N4
Nf5,4
+ N5
Nf5,5
+ N6
Nf5,6
=
1
140 779
21 325
19 471
8 427
+ 7 541
4 057
+ 1 052
2 219
+ 28
1 328
= 0, 09
6. interval
D6 =
1
N1
Nf6,1
+ N2
Nf5,2
+ N3
Nf5,3
N4
Nf5,4
+ N5
Nf5,5
+ N6
Nf5,6
=
1
181 126
33 668
+ 140 779
9 435
19 471
3 728
+ 7 541
1 795
+ 1 052
982
+ 28
588
=
0, 03
Výsledná kumulace poškození se stanoví součtem jednotlivých příspěvků pro každý
interval:
Dcelk = D1+D2+D3+D4+D5+D6 = 128, 3+3, 84+0, 61+0, 25+0, 09+0, 03 = 133, 7 bloků
Numerické řešení
Při řešení úlohy získání součinitelů intenzity napětí pomocí MKP, lze vidět na grafu
4.11, že interval růstu trhliny se rozdělí pouze na 5 intervalů. Z hodnot součinitele intenzity
napětí je patrné, že 1. třída zatížení se nestane poškozující pro žádnou z délky trhliny
v intervalu a0 = 1, 3mm→ ak = 20mm.
V tabulce 4.7 jsou opět shrnuty délky trhliny, při kerých se stává daná třída zatěžování
poškozující.
třída zatížení délka trhliny [mm]
1 0,77
2 1,53
3 2,72
4 4,91
5 11,58
Tabulka 4.7: poškozující délky trhliny, získané z MKP
Dále jsou uvedeny pouze výsledné hodnoty pro jednotlivé intervaly. Postup určení
zbytkové únavové životnosti je shodný s předešlým postupem.
1. interval
Nf1,6 = 1 299 cyklů
2 interval
Nf2,5 = 6 388 cyklů
Nf2,6 = 3 823 cyklů
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Obrázek 4.11: Hodnoty součinitelů intenzity napětí pro jednotlivé třídy zatížení, získané
z MKP
3. interval
Nf3,4 = 10 191 cyklů
Nf3,5 = 5 574 cyklů
Nf3,6 = 3 336 cyklů
4. interval
Nf4,3 = 26 121 cyklů
Nf4,4 = 12 577 cyklů
Nf4,5 = 6 879 cyklů
Nf4,6 = 4 117 cyklů
5. interval
Nf5,2 = 44 622 cyklů
Nf5,3 = 17 636 cyklů
Nf5,4 = 8 491 cyklů
Nf5,5 = 4 645 cyklů
Nf5,6 = 2 779 cyklů
1. interval
D1 = 46, 41
2. interval
D2 = 5, 81
3. interval
D3 = 1, 07
4. interval
D4 = 0, 66
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5. interval
D5 = 0, 19
Dcelk = D1 +D2 +D3 +D4 +D5 = 54, 2 bloků
4.3.2. Trhlina poloeliptického tvaru
Pro poloeliptickou trhlinu se stávají všechny třídy zatížení poškozujícími. Proto budou
uvedeny výsledky pro případ růstu trhliny v intervalu a0 = 1, 3mm→ ak = 20mm a pro
případ intervalu růstu a0 = 1mm→ ak = 20mm.
Hodnoty tvarové funkce byly určeny stejně jako u polokruhové trhliny. Z analytického
určení již hodnoty známe a z MKP byly hodnoty dopočítány. Tvarové funkce pro trhlinu
tvaru půlelipsy jsou vynese v grafu 4.12
Obrázek 4.12: Tvarové funkce pro poloeliptickou trhlinu
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Analytické řešení
Jak již bylo zmíněno, u poloeliptické trhliny jsou všechny třídy zatížení poškozující.
Lze to vidět na grafu 4.13.
Obrázek 4.13: Hodnoty součinitelů intenzity napětí pro jednotlivé třídy zatížení, stanoveno
analyticky
Hodnoty délky trhliny, při kterých dojde k započtení dané třídy zatížení do růstu
trhliny jsou uvedeny v tabulce 4.8.
třída zatížení délka trhliny [mm]
1 0,98
2 1,43
3 2,07
4 3,04
5 4,69
6 8,24
Tabulka 4.8: Poškozující délky trhliny, stanoveno analyticky
Z předchozího vyplývá, že interval růstu trhliny se opět rozdělí na 6 dílčích intervalů.
Výsledná životnost pro růst trhliny a0 = 1, 3mm→ ak = 20mm je pak následovná:
Dcelk(1, 3) = 25, 92 bloků
Pokud budeme uvažovat růst trhliny a0 = 1mm → ak = 20mm, pak je životnost
soukolí:
Dcelk(1) = 96, 69 bloků
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Numerické řešení
Z grafu 4.14 a tabulky 4.9 lze vidět, že pro případ růtu trhliny a0 = 1, 3mm → ak =
20mm se interval rozdělí na 5 částí a v případě uvažování růstu trhliny a0 = 1mm →
ak = 20mm na 6 částí.
Obrázek 4.14: Hodnoty součinitelů intenzity napětí pro jednotlivé třídy zatížení, MKP
třída zatížení délka trhliny [mm]
1 0,52
2 1,09
3 1,94
4 3,25
5 5,63
6 12,02
Tabulka 4.9: Poškozující délky trhliny, MKP
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Výsledné životnosti jsou pak následující:
Dcelk(1, 3) = 2, 58 bloků
Dcelk(1) = 48, 13 bloků
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5. Výsledky a diskuze
V následující kapitole jsou shrnuty všechny dosažené výsledky jak součinitelů inten-
zity napětí, tak zbytkových únavových životností. Vypočítané hodnoty jsou porovnány
v tabulkách a grafech.
5.1. Součinitele intenzity napětí
V grafu 5.1 jsou znázorněny hodnoty součinitelů intenzity napětí pro polokruhovou
trhlinu. Graf uvádí jak hodnoty vypočtené analytickou metodou, tak hodnoty vypočtené
pomocí MKP.
Obrázek 5.1: Součinitele intenzity napětí pro polokruhovou trhlinu
Z grafu 5.1 lze vidět zvětšující se rozdíl hodnot součinitele intenzity napětí se zvětšující
se délkou trhliny.
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V grafu 5.2 jsou znázorněny hodnoty součinitele intenzity napětí pro poloeliptickou
trhlinu. Opět jsou v něm uvedeny hodnoty vypočítané jak analytickou metodou, tak
pomocí MKP.
Obrázek 5.2: Součinitele intenzity napětí pro poloeliptickou trhlinu
Opět si můžeme povšimnout stejného trendu jak pro polokruhovou trhlinu. Rozdíl
hodnot součinitele intenzity napětí roste společně s délkou trhliny. V případě poloelip-
tické trhliny není tento nárůst rozdílu tak velký, jako pro polokruhovou trhlinu.
5.2. Zbytková únavová životnost
Tabulka 5.1 uvádí hodnoty zbytkových únavových životností pro polokruhovou trhlinu.
Zbytkové únavové životnosti jsou určeny ze součinitelů intenzity napětí získaných z ana-
lytické metody a pomocí metody MKP. Předpokládá se počáteční délka trhliny 1,3mm a
konečná délka trhliny 20mm.
zbytková únavová životnost
polokruhová trhlina
analyticky MKP
133,7 54,2
Tabulka 5.1: Hodnoty zbytkové únavové životnosti pro polokruhovou trhlinu, růst trhliny
od 1,3mm do 20mm
Graf 5.3 znázorňuje závislost délky polokruhové trhliny na počtu zatěžujících bloků.
Tabulka 5.2 uvádí hodnoty zbytkových únavových životností pro poloeliptickou trh-
linu. Životnost je opět určena ze součinitelů intenzity napětí získaných z metody analytické
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Obrázek 5.3: Závislost délky trhliny na počtu zátěžných cyklů, polokruhová trhlina, růst
trhliny od 1,3mm
a pomocí metody MKP. Opět se předpokládá růst trhliny od počáteční délky 1,3mm na
konečnou délku 20mm.
zbytková únavová životnost
poloeliptická trhlina (1,3mm)
analyticky MKP
25,92 2,58
Tabulka 5.2: Hodnoty zbytkové únavové životnosti pro poloeliptickou trhlinu, růst trhliny
od 1,3mm do 20mm
Graf 5.4 znázorňuje závislost délky polokruhové trhliny na počtu zatěžujících bloků.
Tabulka 5.3 opět uvádí hodnoty zbytkových únavových životností pro poloeliptickou
trhlinu. V tomto případě je ale předpoklad růstu trhliny z počáteční délky 1mm na ko-
nečnou délku 20mm.
zbytková únavová životnost
poloeliptická trhlina (1mm)
analyticky MKP
96,69 48,13
Tabulka 5.3: Hodnoty zbytkové únavové životnosti pro poloeliptickou trhlinu, růst trhliny
od 1mm do 20mm
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Obrázek 5.4: Závislost délky trhliny na počtu zátěžných cyklů, poloeliptická trhlina, růst
trhliny od 1,3mm
Graf 5.5 poté znázorňuje pro ten samý případ růstu trhliny závislost délky trhliny na
počtu zátěžných bloků.
Obrázek 5.5: Závislost délky trhliny na počtu zátěžných cyklů, poloeliptická trhlina, růst
trhliny od 1mm
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5.3. Zhodnocení výsledků
Pokud se podíváme na rozdíl zbytkových životností pro různé tvary trhliny, můžeme
si všimnout, že pro poloeliptickou trhlinu vychází životnost výrazně konzervativněji, tj.
nižší hodnota. Tento jev si vysvětluji výraznější změnou plochy příčného průřezu tělesa
s trhlinou. V závislosti na ploše soudržnosti tělesa pod trhlinou se mění i jeho celková tu-
host. Při růstu předpokládané poloeliptické trhliny dochází ke většímu zmenšování plochy
pod trhlinou. Z tohoto důvodu se i zkracuje životnosti dané součásti s vadou typu trh-
lina. Tento případ nám ukazuje, že předpoklad růstu trhliny kruhového tvaru v železniční
nápravě je nevhodná pro praktické využití.
Výrazný je ovšem i rozdíl pro daný tvar šířící se trhliny při rozdílném určení součini-
tele intenzity napětí. Analytické metody vychází z jednoduchého tvaru tělesa. Většinou se
jedná o válcové těleso. Geometrie reálných součástí, např. železniční náprav, jsou složité
pro popis analytickými metodami. Tyto metody předpokládají lineární průběh napětí přes
průřeza v určovaném místě. Ovšem v reálném tělese, konkrétně v místech se složitou ge-
ometrií, nejde tento předpoklad použít. Nelineární rozložení napětí na povrchu železniční
nápravy je příčina rozdílných hodnot zbytkových únavových životností.
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6. Závěr
Cílem této práce bylo určení zbytkové únavové životnosti na modelové vlakové ná-
pravě s vadou typu trhlina. Zbytková únavová životnost byla určována pomocí koncepce
součinitele intenzity napětí. Tento součinitel byl stanoven různými metodami a pro různé
tvary trhliny v nápravě.
Kromě teoretické základny pro přiblížení daných metod určení součinitele intenzity na-
pětí obsahuje práce příklad určení součinitele intenzity napětí na jednoduchém tělese pro
porovnání jednotlivých metod uvedených v teoretické části práce. V závěru práce byl pro-
veden výpočet zbytkové únavové životnosti pro modelový případ železniční nápravy. Tato
životnost byla určována pro dva typy tvaru trhliny a dvěma různými metodami, které
určují součinitel intenzity napětí vstupující do výpočtu zbytkové únavové životnosti.
Na základě výsledků lze konstatovat, že pro popis šíření trhliny ve vlakové nápravě je
vhodnější způsob pomocí poloeliptického tvaru trhliny. Přesněji je tvar trhliny šířící se
nápravou popsán v kapitole 3. Tento popis tvaru šířící se trhliny udává konzervativnější
hodnoty zbytkové životnosti a více odpovídá reálnému šíření trhliny v nápravě. Šíření
polokruhové trhliny bylo v práci uvedeno z důvodu nejjednoduššího popisu a také proto,
že pokud nemáme žádné přesnější informace o šíření trhliny v tělese, jedná se o základní
představu tvaru šíření trhliny. Bohužel toto zjednodušení může vést nekonzervativním
odhadům.
Dále lze z výsledků pozorovat, že pro případ určení součinitele intenzity napětí pomocí
MKP získáme rovněž konzervativnější výsledky. Důvodem je přesnější popis rozložení na-
pětí v okolí kritického místa. Zatímco analytické metody předpokládají lineární rozložení
napětí po průřezu, metoda končených prvků dokáže přesně popsat i nelineární rozložení
napětí ve vyhodnocovaném místě.
I přesto, že určení součinitele intenzity napětí analytickými metodami je výrazně jed-
nodušší a rychlejší, doporučuji pro určování zbytkové únavové životnosti použít nástroje
MKP. Použití tohoto nástroje vyžaduje tvorbu přesného modelu vlakové nápravy a dlouhý
výpočetní čas. Ovšem náročnost numerického postupu je vyvážena přesností stanovení
součinitele intenzity napětí a tím i vyšší přesností odhadu zbytkové únavové životnosti.
Výsledky určení zbytkové únavové životnosti mohou být využity pro stanovení servisních
intervalů pro jednotlivé vlakové nápravy.
V práci bylo použito upravených modelů a zatěžovacích spekter, jelikož přesné geome-
trie a informace o zatížení nápravy jsou privátními informacemi soukromých společností,
které se zabývají výrobou vlakových náprav. Hodnoty a rozměry uvedené v této práci se
ovšem pohybují v reálných rozměrech.
Určování zbytkové únavové životnosti je v této práci provedeno výhradně analyticky,
což má také edukativní rozměr a výsledky této práce mohou být použity např. v rámci
výuky na magisterském stupni studia FSI VUT.
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7. Seznam použitých zkratek a
symbolů
KI součinitel intenzity napětí [MPa
√
m]
∆K rozkmit součinitele intenzity napětí [MPa
√
m]
∆Kth prahová hodnota rozkmitu součinitele intenzity napětí [MPa]
∆Kc kritická hodnota rozkmitu součinitele intenzity napětí [MPa]
K0 součinitel intenzity napětí pro těleso zatížené tahem [MPa
√
m]
K1 součinitel intenzity napětí pro těleso zatížené ohybem [MPa
√
m]
F0 hodnota tvarové funkce pro případ tahového napětí [-]
F1 hodnota tvarové funkce pro případ ohybového napětí [-]
σ normálové napětí [MPa]
σxx normálové napětí ve směru osy x [MPa]
σyy normálové napětí ve směru osy y [MPa]
σ0 tahové napětí [MPa]
σ1 ohybové napětí [MPa]
τxy smykové napětí [MPa]
a délka trhliny [mm]
a0 počáteční délka trhliny [mm]
ak konečná délka trhliny [mm]
b velikost vedlejší poloosy elipsy [mm]
r vzdálenost od čela trhliny [mm]
D průměr válce [mm]
d průměr válce [m]
l délka ramene [m]
S velikost průřezu [m2]
θ úhel [rad]
v rychlost šíření trhliny [m/cyklus]
R parametr asymetrie cyklu [-]
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7. SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ
A materiálová konstanta [m/cyklus]
m materiálová konstanta [-]
Nc počet cyklů do lomu [-]
Nf počet zátěžných bloků [-]
Di počet bloků do lomu [-]
M ohybový moment [Nm]
Mo ohybový moment [Nm]
F síla [N ]
E modul pružnosti v tahu [GPa]
µ Poissonův poměr [-]
Wo modul průřezu v ohybu [mm3]
β součinitel vrubové koncentrace [-]
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